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XVII.1

Dans ce travail, nous présentons une démonstration nouvelle
et plus simple d'un théoreéme de régularité intérieure qui est bien
connu pour les solutions faibles des systemes non linéaires elliptiques.
Pour fixer les idées, on considere des fonctions vectorielles
u(x) = (ui(x),uz(x),...,uN(x)) sur un domaine borné Q de R",
X = (xl,x2,---,xn)6 0 et un opérateur quasi-linéaire elliptique du second

ordre
op
Lu = -D_{a "(x,u, Yu)D u}
B o1
3 .
ou D =— De plus, soit
1 N \
f(x,u,p) = (f (x,u,p),...,f (x,u,p))
. . N nN
une fonction vectorielle de (x,u,p) QxR xR .
Définition : On dit que u est une solution faible du systeme
(1) Lu = f(x,u, Vu) sur Q
si u appartient a H;(}Lm(Q,RN) et si u satisfait la relation suivante

J.f' a“B(x,u,VU)DaU-DB‘de = f(x,u, Vu) . ¢ dx
(2) 0 2

) N
pour tout @€ H;fWLm(Q,R ),

@::DalH'D o' et f.¢=f'9" (on emploie la convention suivante

8 p

sommation relative aux minuscules grecques a, B, -.. de 1 a n, et rela-

ou Du.D
o

tive aux minuscules romaines i, k, ... de 1 a N lorsqu'elles sont répé-

tées).

SUPPOSITION (S)
On suppose que Aaa(x):z aaB(x,u(x), Vu(x)) et f'(x,u(x), Vu(x))

sont des fonctions mesurables qui satisfont les inégalités suivantes

3 3
avec des constantes A\, u>0, M, a, b, b 20 et a
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(81) lul <M
L (Q)
(s2) Aaﬂ(x)gOL §BZ:K l§|2 pour tout x€ () et pour tout €€ R",
(83) IAaB(x)IS‘u sur Q ,
N

(s4) [f(x,u(x),p)| <aQ(x,p) +b pour tout xE () et pour tout p€ rR"™,
ou 1'on a posé

o4 i i i

QAx,p) := A P(x) P Pg » P= (p;) H

enfin, on suppose aussi 1'inégalité

* * nN
(85) u(x) . f(x,u(x),p) <a Q(x,p) +b pour tout (x,p) €QxR .

¥* 3* R
On notera que (S1) et (S4) inpliquent (S5) avec a = aM et b = bM. Des

lors on peut supposer sans restriction de la généralité que
(S6) a <aM .

Le but de ce travail est de prouver le résultat suivant

-
Théoreme : Supposons que u soit une solution faible de

Lu = f(x,u, Yu) sur Q
telle que (S) et

¥*
aM+a < 2

soient satisfaites.

Alors u est hBldérien sur Q d'un exposant o€ (0,1) qui dépend seulement
* #*
de a, b, a , b , M; A, 1, n et N.

De plus, il existe un nombre K dépendant des mémes constantes et de mesQ

tel que

-0
Lu_]o_,a' < K d

pour tout Q' cC(), ou d-= dist((',30). K est indépendant de mes( lorscue
*
b=b =0.
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Remarque : On a noté [u] la semi-norme h¥ldérienne

0,5'

lu(x) - uly)l

[ujg’al . ei?yzg? ,x-ylo

Ce théoreme a été prouvé pour la premiere fois dans les
travaux remarquables [13] et [14] de M. Wiegner pour le cas parti-
culier 5*= aM, en utilisant une méthode de [4] et en généralisant
un résultat de [4]. Le cas général a*<iaM a été traité par Hildebrandt-
Widman [5].- Un emploi de cette méthode pour des applications harmoni-
ques des espaces Riemanniennes se trouve dans [7] et [8]. I1 est bien
connu que le résultat de régularité obtenu est le meilleur possible.
Par exemple, 1la fonction discontinue u(x) = |x|_1x appartient a
H;(\Lm sur chaque ouvert borné () lorsque n=>3, et elle satisfait fai-

blement le systeme

-Au = u l Vlllz sur {)

. * 3* . *
ou a=za =M=1¢et b=b =0, c'est-a-dire aM=1 et aM+a = 2.
Une présentation de résultats analogues et d'autres exemples a éteé
donnée dans [3].

Enfin nous remarquons que la régularité au bord est traitée

dans [14] et, de fagcon simple, dans [5].

1. UN LEMME DE GIAQUINTA ET GIUSTI.

Dans cette section, nous allons prouver une proposition
auxiliaire démontrée en substance par Giaquinta et Giusti [1].
Lemme : Il existe un nombre positif c, dépendant seulement de mes(}
3 *
et des constantes a , A, 4, n, M et b , tels que :

pour tout £> 0, pour toute boule BR (xo)c:Q et pour toute solution
o
N *
faible u de (1) vérifiant les hypotheses (S) et a <1, il existe un

iOE {1,2,...,p} avec p:=[c/e]+ 1, tel que

R2"1 f 0(x, yu)adx < ¢

BR(xo)

Ro + Le vnombre c¢ ne dépend pas de mes) lorsque b* = 0.
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Démonstration : En posant @ =ul avec 1€ ﬁ;ﬂ L”(B R), NM=20,

2R’

B2R=B2R(XO)CQ, on déduit de (2) que
f T]AaB(x) Dau1 DBu1 dx-—f ul £ (x,u, Yu) N dx
Q Q
1o @By a2
= —ZIQA Dalul DBT] dx

. 3#*
D'apres (S5) et a <1, on a
3* 3¥*
(1-a) [ Q(x,vu)ndxs-lj‘ A“BDIulzn‘nde‘ b T ax
2 o B
Q Q Q
Soit v € ﬁ;(n,n) la solution de

* ©
-1j‘ A D v Max=[ b 7dx pour tout M€ CT(Q,R)
2 Q o Q c

B
Alors
%
0O0<v<M
% 2/n
*
avec wt . b (M)
‘= n\ mes B1

(cf. [4]). En posant
2
M(t) := supy (lul€+v)
t
et

z := M(2R) - |u|2-v .

on obtient donc

r ’ ap
(3) JB NQa(x, gu)dx < c, f A Daz DBH dx
2R
pour tout 7€ I?I;ﬂ Lm(BzR,R) avec N=20
0{] C = 1

3¢
T 9122

Par conséquent, z est faiblement L-surharmonique. D'apres un lemme de

Moser [11], on conclut que
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(4) R " I z dx < ¢, . inf z
B 2 BR
2R

oi Cqr Con
a, Ay, B et n.

c ... sont indépendants de R et dépendent seulement des

En outre, nous considérons la fonction w¢ ﬁ;(B R) vérifiant

2R’

(5) ‘rB A%P DaﬁPDdex = iz-f ¢ dx pour tout ¢Eﬁ;(B R) .
2R R ‘B2R

2R’

Grace a Moser [11], on a

0 < c3 < w dans BR

et

w < c4 dans B2R

En posant ¢ =wz, il résulte de 1'équation (5) que

1 AOLB Dz D w2 dx-+j AOLB D wD w2z dx
2 J o o

B B
B2R B2R
= R_2 f zw dx .
B2R

Puisque z20 et ws Cy dans B2R s on obtient

[ %P D 2 b w? dx < c. R"2 inf, 2

‘B a B 5 BR

2R
avec ¢ =2c,c,, en tenant compte de (4). Pour M= w2, il résulte de
(3) que
I w2 Q(x, Yu)dx s ¢ R™2 inf z avec c.=C_, C .
6 B 6 1 75
B2R R

Par suite de 0<c,sw dans B on conclut que

3 R’

R*™™ [ a(x, Ju)ax < c, {M(2R)- M(R)}

BR
ou C,=Ce c; est un nombre dépendant seulement des constantes a*,
Ay B et n.
Soit € un nombre quelconcue positif. De plus, supposons que BR cQ,
o

et posons
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-1 .
M, oi= M(2 Ro) , i=0, 1, 2, ... .

(MO-M1)+(M1—M2)+ ...+(Mp
il existe un i€ {1,2,...,p} tel que

M M (M2 M)
g My = (MM /D

(o] (¢]
-i

3 R
Choisissons p= [c7(M2+ M )/e]l+1 et posons R=2 ° RO . Apres cela

nous arrivons a

2-n r

J
BR

R Q(x, gu) dx < e .

. p . *
ce qui acheve la demonstration du lemme avec c= c7(M2+-M ).

2. UN RESULTAT DE HILDEBRANDT-WIDMAN.

Nous allons formuler un résultat de régularité généralisant
un ancien théoréme de Ladyzenskaya et Uraltseva (cf. [3] et [4]). Ce
résultat est contenu dans [4], mais, pour la commodité du lecteur,
nous reproduisons la démonstration.

o

Proposition : Soit u=u(x) une solution faible de Lu= f(x,u, Ju)

dans Q en supposant les hypotheses (S) et

a . och u <1 .

Alors u appartient a CG(Q,BN) pour un ¢ € (0,1) dépendant seulement
des constantes n, N, A, 4, a, b, M, mes{} et osc, u. En outre, il existe
un nombre K dépendant des mémes constantes et de Q, mais pas de u,

tel que

pour tout Q' cc(Q avec dist(2',3Q) > d. Le nombre K ne dépend pas de

Lmesﬁ) lorsque b= 0.

- 12
Démonstration (pour n>3) : Mettons ¢ = {u-wa Gp(-,xo) N° dans 1'équa-

tion (2) avec x €0, B2R(xo)= {x: Ix- xol<12R}c:Q, Bop = B2R(x0),

Top=Bop - By
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_ .1
wp = fT u(x) dx = mes Top ¢ u(x) dx
2R 2R
’ 3 . © 5R
et N vérifie M€ CC(B2R,R) , 0<N=<1, N(x)=1 pour |x-xo| ST
7R #*

N(x) = 0 pour |x—x0| > . Par conséquent, ¢ 7=0 sur T2R=B7R/4_B5R/4 .

4
De plus, nous supposons que | V7| <K/R. Finalement, Gp(.,y) est la
fonction de Green régularisée pour 1'opérateur différentiel elliptique

= —DB{AaB(x) Da} sur B,o (cf. 1'appendice). Si 0<p<R, on obtient

(1-a. 0sC u) I Q(x, Vu)Gp(x,x )ﬂ2 dx-+% f lu-—le2 dx
B ° B (x )
2R P o

<TI+1II+ KR2

ou
1=--T AP D . (u-wy) 21 0.1 67 (.,x ) dx
T o R B o
2R
et
7 of P ~w|?
II~JT AT" D M DBG(.,xo)’n lu wRI dx
“2R
parce que
2 2
P20 (0% lu-wpl®) Dy 6P Cux)a, = f lu - g |2 ax
B o R B o' X B (x ) R
2R P o
Au moyen des inégalités de Schwarz et de Poincaré
(P) f |u-wR12 dx < K I | Vu|2 dx
T P
2R 2R
ou Kp est indépendant de R et de X, s on a
2
1] < K I | Vu|2 il G(.,xo) dx-rf Iu-—lez Gp(.,xo) | Vﬂlz dx
T2R T2R
sk R loul® ax+R72 0 lu-gpl? ax)]
T2R T2R
< K R2P f Q(x, yu)dx .
T2R

(Attention : K désigne toujours un nombre qui ne dépend pas de R.)
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Deuxiemement,

n-2 P 2 2 2-n 2 2
[1I] < R J % | VG (-,xo)l lu-wR| dx + R KR IT lu-wRI dx .

T2R 2R

* P
oR * 8T2R)==R/4, et que ¥(x) :=G (x,xo) est une

solution de LY = 0 dans T2R' Avec les inégalités de Caccioppoli-Moser

[11] et de Poincaré, nous obtenons

On notera que dist(T

2 P 2
IT* |u-—uh| | yG (-,xo)l dx

2R
- 2
<KR2 [ Ju-ol le(.,x)|2dx+KJ' 16°C.,x )% | gul? ax
Y R o T (o]
2R 2R
< KRZ(Q'")j' | gul? ax .
T2R
Alors, on a
11| < KR®™™ d!" Q(x, Yu) dx .
T2R
Par conséquent, on conclut que
f Q(x, Yu) Gp(x,xo) dx < KR>"" f Q(X,VIJ)dx+-KR2 .
BR T2R
Donc
r! 2—n rs 2
| Q(x, Yu) G(x,xo) dx < KR | Q(x, Yu)dx + KR
BR T2R
quand p—- 0, en considération du lemme de Fatou.
Des lors,
Foolx=x 1P 1 qu)l? ax s K f Ix-x 12 yu)1? ax+ kr? .
Br Bor~Br

Si nous remplissons le trou dans le membre de droite, nous trouvons

que
2
¢(R) < 6. ¢(2R) + 6R

avec
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et avec

|2—n

MR)::j |x-xo qu(xH2(h

Bp

Nous obtenons ensuite 1'inégalité
s *
¢ (R) <6.9 (2R)

pour
¥* 2
¢ (R) := ¢(R) +R

Par réitération, on conclut que

3 Yy ¥ Y
¢ (R) <=2 ¢ (RO) (R/Ro) pour tout RE€ (O,RO)

ou
U G := _log (1/8) .
R =5 dlst(xo,aQ) y Y 5log /
Alors
! x-x 127 | 7u(x) 12 ax
BR(XO)
2 2 2 R Y
< 2" {f ‘x-xl_HIVu(x)l dx + R°} (=)
o o R
BR (xo) o

o
pour tout RE (O,Ro], ce qui acheve la premiere partie de la démonstra-
tion de la proposition avec o=Y/2 grace a un théoreme bien connu de

Morrey-

Enfin on prouvera que

fBR (x )|x—xo|2_nlv7u(x)|2 dx < K*
o ©

. * )
ou K depend des constantes a,b,n,A,M et och u, lorsque Ro < 1.

A cet effet, on met ¢ = (u-c) Gp(-,xo) dans la formule (2), ou Gp(.,y)

est la fonction de Green pour B2Ro = B2Ro(xo). Donc

roap p 1 op 12D 6P . ,
[ 47 D D uG™ (. ,x ) dx + 5 f A Dalu cl DﬁG ( ,xo) dx

a P
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= f (u-¢).f(x,u,Vu) GP(.,x ) ax.
a o

Posons c¢: = u(xo) et v: = Iu—u(xo)lz- Alors

(1-a. ochu) jg Q(x,Vu) Gp(-,xo) dx

2R
o

1 op p p
< -3 IB A™FD v DB G (.,xo) dx + fB 2Mb G (.,xo) dx.
2R 2R
[¢] [o]

Soit w la solution de

1
1 p
2 Uy A“Bpaw D® dx - [ 2Mb 9 ax = O pour tout @ € CT(Q,R)

e
2R Bop
o

et de
Q

1
w - v € H2 (BZROJR)-

En soustrayant la deuxieme équation de la premiere, on a

(1 - a. osc u) T Q(x,Vu) G°(.,x ) dx
Q "B )
2R0

1 op p _1 -
<35 IB A Da(w—v) DB G (.,xo) dx = 3 fB ( )(w v) dx.
2R_ p Yo

Quand p - O, on obtiént que

(1 - a. ochu) IB Q(x,{ u) Gp(.,xo) dx
2R0

< % {w(xo) - v(xo) } < % w(xo)

Donc, par le principe de maximum,

wix ) < (2M)2 . 2bM (2R )2 .
o nA o
Alors
r [x-x |2_n|‘7u(x)|2 dx < (1-a.osc u)-IK—1{2M2+EM(2R )2},
J o Q 1 nA o
B, (x)
RO o

et la proposition est démontrée.
#*
Nous remarquons aussi, que la supposition a < 1 implique de facon semblable
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2
- * - M b 2
[ )lx-xolz M Tu(x)? ax < (1-a ) K] [ v o (2R )7 )
xO

R
o

en posant c¢c = 0.

3. DEMONSTRATION DU THEOREME (pour n = 3).

Mettons

¢ = {u-t wR} Gp(.,y) ﬂ2

dans 1'équation (2) avec B2R=B2R(xo)CQ, 0<p<R, Ost<1,

N . P . s ps e
y € BR/2“‘BR/2(XO)’ ou Wwp T2R’ G (x,y) et TN(x) sont définis de la

meme maniere aqu'a la section 2.

On obtient (avec f = I )
B2R

o o 2 1 ap _ 2 P2 g
LA g D u.Dyu G («,y) N7 dx + 5 [ a Da[lu twRI ] DB G (.,y)0 x

p

= I (u - tw.) - f(x,u, Ju) Gp(.,y)ﬂ2 dx

R

_r 4%P iy Gp(.,y) dx

J Dau. (u - twR) 2N D

p

Au moyen de 1l'identité

|2
R

2 2
il DOL [u - tw = Da['r{2 |u-tle2]‘-% (Daﬂ ) |u-—wR|

| =
o=

- Dan2 wpe (u-wp) (1-t) - % Daﬂzle|2(1—t)2

on conclut que

1 4P p -t 127 0. 6°(.,y) 1% ox
2 . « R B

1 - 2 1 2 _ 2
=35 f [u - twRI dx-—2 |wR| (1-1) -+81

Bp(y)
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avec

§q %= -J‘ A%P {wR- (u-wR)(l-t)-ré |u-wR|2} D, ﬂz D[3 Gp(.,y) dx

Par suite de la relation (A5) de 1'appendice et de 1l'inégalité de

Poincaré (P), on en déduit la majoration suivante de 81 :

. | p 2
|3]| < KR IT | vG (.,y)||u-wR| dx
2R
- - - 2 -
< K{R" 2 v (R) j | VGp(.,y)lzdx~+R ny T(r) f lu-—le dx |
T2R T2R
< K v(R)
avec

v(R) := {R2-n I Q(x, Ju) dx}l/2 .
T2R
De plus,

. op
8, = ITZR ATD u (u- twy) 21 D7 6°(.,y) ax

est estimé par

Ig,! = KR [ | gul ax s K y(R) .

T2R

Alors on obtient

[ lalx, Tu) - (u- tay) - £x,u, Yu)] 67 (x,y) 12 ax «
"B
2R
(6)
£ lu(x) - twg |2 Rlz

dJ R
Bp(y)

+

+K v(R) .

ST

dx s% (1-4)2 |

En outre, ’le <M, et

f G(x,y) dx < KR® .
B2R

En posant t =0, nous avons

[ (-ahalx, guw) 6 (x,y) 12 ax < 4 M2+ K {y(R) +RZ b} .
B
2R
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Au moyen du lemme de Fatou, on obtient

(7) 2(1 - a*) f Q(x, Vu) G(x,y) ﬂz dx < M2+ K{y(R)-rR2 b*}
B
2R

quand P - 0. A cause du théoreme de Lebesgue sur la convergence dominée

et de (7), 1'inégalité (6) donne

2 f [1- a*— atM] Q(x, Ju) G(x,y) n2 ax + lu(y) - twR|2
B
2

(8) R

< (1-—t)2 M2+Ko Y(R)-rKg R2

et aussi

2 UF [1-a|u-—twR|J Q(x, gu) G(x,y) T]2 dx + |u(y)—twR|2

B
(9) 2R

2 2

< (1-t)2 M®+K v(R)+K' R
(o) (0]

e~ ] . 4 _
pour presque tout y¢ BR/2(xo)’ et avec ges constantes Ko et K0 inde
pendantes de R. Aussi, K;: 0O quand b=b =0.

#* 3#* ¥*
Puisque a <aM et a + aM<2, on a a <1. Définissons

¥*
* -
vV i=2-a -aM et t := 1-a .
o *
2_—3

Alors

N
—_
.

v>0 et 0K to

Par conséquent,

3
1-a -t aM=t v>0 .
o o

En tenant compte de 1'inégalité (8), on obtient que

|2 2

, 2
(10) sup lu(y) -t < (1-1t )2 M™+K_ vy(R)+K' R .
o (o] (0] (o]

w
R
YeBg /o

D'ailleurs nous définissons 1T >0 par

T min ! M
T = I
daM? 5o 2 ) am
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Supposons que % soit le plus petit nombre entier tel que #T >1- to-

Posons

ti = to-riT pour 0<i<un-1 et tnz 1 .

Par suite du principe de Harnack [11], on a

G(x,y) < sup G(x,z) < K4 inf G(x,z) = K4 G(x,xo)
zEB.+1 zEB.+1
(11) J J
pour x€ B - Bj y YE Bj+1 y J=0,1,2,...,n,
avec B := BZR(XO) . Bj t= B2-j—1R(Xo)

A 1'aide de (9) et de (11), on conclut que

2
2 fB [1-a |u--tJ.+1 wRIJ Q(x, gu) G(x,y) dx + lu(y) - tj+1 wRI
J
( 2n2 'R2
< (1- tj+1) +K_ y(R)-+K0R + 4aMK I Q(x, Gu) G(x,xo) dx
B-B.
J
pour presque tout yc¢ Bj+1'
Pour x€ B - Bj on a
2-n -j-1 2-n
0 s G(x,x_ ) < K, lx-xol < K, (2 R) \
c'est-a-dire,
-2 - )
0 < G(x,x ) < o(n-2) (n+1) K, RZ™™  pour X€B-B, , Osjsx .
Posons
Koo k4 2(0mD00D2 e g
o o 24
Donc
2
2 J" [1-a |u—thr1 le:I Q(x, Yu) G(x,y) dx+ lu(y)—tj+1 ‘”RI
B. '
(12) J
2 .2 2
s (1-t, )7 M +K' RT+K" v(R)
Jj+1 o o
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pour presque tout yc¢€ Bj+1 lorsque Y(R) < 1. Choisissons Do tel que

2
2 T M
' ———
(131) "o = 2Ky

et posons

T2M2
(13") 6 := min {1 * K" }
(o)

Apres cela, nous avons
(14) K' RZ+K" 5 < t2M
o o

pour tout RE (O,po].
Soit ¢ la constante du lemme de la section 1, et soient €= 62 et

p::[c/E]%—l. Posons

. 1 ..
(15) Ro 1= mln{po, 5 dlst(xo,BQ)] .

Alors il existe un iOE {1,2,...,p} tel que

(16) vy(R) < 8 < 1
ou

—io
(17) R =2 Ro

Maintenant nous allons démontrer que

|2 2 2 2

{(18) sup lu(y)-—ti W < (1- ti)2 M+t M

yeB,

pour i = 0,1,...,%. En effet, (18) est vrai pour i =0 d'apres (10)
et (15).

Supposons que (19) soit correcte pour i=j ou j<u - 1. Alors nous
allons vérifier (19) avec i = j+1.

Par induction, on a sur B, 1l'estimation

J
- 1 - - - - - M-2aMrt
1 - alu tj+1 Wy | = 1 alu tj le aMt > i-a(1 to) a

parce que

2 ) 22
(1—t.)2M“ + T2M“ < (1—t0)2M2 + T2M2 < (1_1,O + T)M
J
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Donc

aM

1 - alu “ti.q wpl =1 - 55 - 2aMr

v

2aM{m-2’C}20p.p. SUI‘Bj,

parce que
v

TS 3(zca)aM

Alors on trouve que

2 2 2 2.2
sup lu(y) - tj+1 le < (1-tj+1) M® + t°M

yEBj+1
en tenant compte des inégalités (12), (15) et (17).

Ensuite nous avons

sup Ju(y) - w | < 7M.

- R
thu
1 . .
A cause de T < ZaM °* on deduit que
sup lu(y) - wy | < j%
yEB
"
Par conséquent,
sup lu(x) - u(y)lg sup lu(x) - le + sup lu(y) - le < EL .
x,yEB x€B yE€B a
U n "
C'est a dire,
a. osch u < 1/2 .

En employant la proposition de la section 2, on obtient 1'assertion du

théoreme.

4. APPENDICE

Cette derniere partie de notre travail est exclusivement
destinée a familiariser le lecteur avec 1'emploi de la méthode de la
fonction de Green.

Soit

2

op
L = - DB {A Da7
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BE Lm(QJR). Supposons

un opérateur elliptique avec des coefficients A%
que les hypotheses (S2) et (S3) soient satisfaites.

Alors il existe une fonction de Green

1

G(.,y) € H (B2R(xo),ﬁm)
sur chaque boule BZR(XO) : = {x €R" |x—xo| < 2R} dans () et pour tout
y € B2R(xo), telle que
By
j A""D ¢ D, G(.,y) dx = @(y)
a B
[ee]
pour tout @ € C. (B2R(xo) , R) .

En outre, il existe des nombres K K, et K, dépendant seulement de

1 72 3
n >3, de A et de p, mais pas de X, et de R, tels que

(41) G(x,y) = K, lx—ylz_n pour x,y € BR(XO) R
(A2) 0 < G(x,y) < K ’x—ylz—n pour x,y € B__(x )
- ’ T2 ! 2R o
2-n
(A3) 0 < Gp(x,y) < K2|x-y| pour x,y € B2R(xo)
ou
",y = £ G(.,2) dz
Bp(y)

et ou p > 0 est suffisamment petit, par exemple p < 2R—|y—x0|.

° 4 -
En outre, G°(.,y) € H, n L (BZR(XO),lm),

(A4) lim Gp(x,y) = G(x,y), X £y,
pﬁ+0
et
(A5) I Wy Gp(x,y)l2 dx < K4 R2"" pour |ly-x | < R/2.
T.,(x ) °
2R "o
De plus,
(A6) f £*P(x) D P(x) DB GP(x,y) dx = f @(x) dx.
B2R * Bp(y)

Finalement, pour toute solution faible v = O de

L - 0 IS o
v dans BZR(XO) < O,
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on a

(A7) sup v < K4. inf v .
B2R(xo) B2R(xo)

La démonstration de (41-6) se trouve dans [2] 3y cf. aussi [10] et [12].

La relation (A7) est le principe de Harnack établi par Moser [11].
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